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«ME@GOAOL ITPOZAIOPIEMOY AKPOTATQN
LYNAPTHEHE ME BAZH TH MONOTONIA»

- L. I'. Evpumuiyng
Mafppotiedg: Afjva

vikprnang Eivae Sva ivavd KpITfpro Yo Tov evromoud Kot Tov mpoadiopt-

oud tev axpdtatwy g ouvdptnong, yapic ™ xeton g évvolas g
rapayayou. H péfodoc xalirte ta romad o odicd axpdTana K@n avarTi-
TETR! TEQUEKETE [UE T HOPET TPOTETEDY TAGITIGUEVEY UE Tapadel yuara,

E Komdg e epyecios aurhe elvan va arodeifer drr n goverovig g ou-

. H ENNOIA TOY AKPOTATOY EYNAPTHEHE

Bewpotpe ™ ouvapmmon 1 A — B (A, B = [R) km éva opropévo otoiyelo % tou
. Elvon duvatd n aviiotoun mpr fixe) e [ oto X, va siven peyabdrepn 1 pixpd-
CLE

' AmO Oheg Tig dhieg Tipkg g f oo A, 1

*and EKElvEs povo TG TipEg TNE mOU davTigtolyolyv ota gtouyeEla Evig ouvdlou g
poppris mixs, 8) M A, dmov nixs, 8) S (0~ 8 %+ 8) xmd>0 uanepr-

oY1 Tow Xao.
e wdbe pa and 1 napendve mepurtdcels tou f{xe) Bo Léverm avriotouo:
' Ohctd axpdtato e [ oo A, |
" romed axpdtato g f oo A,
Evlikdtepa Eyoups toug nopexdte opiopols.
H ouvdpmon A — B nopovodle ot x € A:

1. Ohd pénoro E YxE A, fix) = fixq).
2, Ohkd ehdpiore == Yx € A, f(x) = fixa).
3, Tomkd pénoto £ 3530 tEtoi0, Gote ¥ X € nixg, 8) M A, fix) < fx).
4, Tomkd gldyioro E s5>0 tEtolo, dote v X € nix, 8) M A, f{x) = f(x),

apadelypata

lo Houwdpmon LR =R pe fix) =x"+ 2 éxe oo x = 0 ohixd erdyrorto
w fx) = f0)=2, ddn puwdbe x ER 1oypien
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fi)=2=x"+2=1fix), ondte H0)=flx), x SR

x', av x <1

20 H ouwi ' [R — =
e PG e ST e el Eyen:
a) Lro x = 0 tomxd ehdpotoe 1o f{0) = 0, &dn yw § = | opileTm 1 mEpLOY
D=0 —=1L0+1)=(—11) tou ovorgeiou 0, yro v onole woyie:

WrxEr@ DNR, flx)y=x =0=f0)
B) Zto % = | tomkd péyioro o f{1)=2— 1 =1, fon URAPLEL 1) REPLOY
e(l, D)={1-L1+1)={0,2) tou agtoryeiov 1, pe aktiva & = 1, mate:

YREMD )NR, Rx)= K1)
[pdypat, yna to onowdirote x and 1o Sudotmqua (0, 2) N R = (0, 2), o fpoup
(Bréme oyx. 1):

Ey. 1

”l} <x<l, ométe x" <1 wouemopbvog f(x) < f1)

Nilsx<2 ome —lx—x>=-2 & 2—122=x>321—-2
Kt eropivieg mdi chvae: | = {1) = fix).

B. [TPOZAIOPIZEMOEL TOY AKPOTATOY

And 1o rapandve mopodeiypote paiveror dn oty avalfiinon tov akpdtatov pa
doopivng ouvdpTnang Egoups va avupetunicoups Suo kupleg eni pépous npofhrua
T

a) Tov mpoodopopd tng Biong X dmou Eyoups akphtato, Ko

B) tov xaflopropd tou eidoug Tou axpdratou (ohud 1) Tomkd).

HNopaxdro Bo dodpe dn n Lion avrdy tov apofinudroy propel v ompybel oo
xafopiopd Ty Swotnpdtev povotovies ™ ouvaptnene (spdcoy uRdpyouy) STy
TOVOVTES K@l aRoSLIKViOVTE; oplopévec Rpotdoeg, mouw Kahlntowy dheg g Buvath
MEPLATDHAELS.

Lro wéhog aumig tng evomtag diveta cuykevipmtikdg mivaxes pe To SupE paopn
T GmO TT) PERETY) Shav Tov REPITTOGEWMY,
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Tpbzaay 1.
Aiverar n ouvdprnon (o, f) — R (pe o < B) xm éve otorgeio xo Tov dueoti-
wrrog (@, B Ieplouy o1 avvemnywyts:

a) f1 atoio, %] xm

I [ & ;
| o [x, ) (¥:) ohkd pEnoTo

By f] ow (o x] xm

[} ot [x.p) = fi{x) okxd ehdporo.

Amddeiln: a) And v undbeon i [ eiven yvijowa aifovon oo duwictnua (4, Xs), ond-
£y kdfe x € (a, %] Bxelvan xS x o f(x) = [{x) {10
Eriong i [ eivan yvnoieg phivovce oto dudotnua  [X., ), omdte na wdbe
EE[xo, B) Bzelvn x 2 x0 s f{x) < fix) (2).

And g ogbong (1), (2) rpoximter ot ¥ x € (o, fi), fix) = fix).
Emopéveg 1o fxe) eiven ohixd pinoto na my [ ato (g, B

B “Opoa,
Mpbramany 2.

Aiveta n ouvdpron £ (o, ) — R pun povitown oto (e, B) ko éve otogeio
% S (@, ). Tdre woypiouy o1 oUVEREFOYES:

a) f} oo (o, xa] wm
(%) TOmMKO péproTo,

f1 ot (X B)

B) f| oto (X, B] xm
=  f{xg) tomkd eldyioro.

f1 ow (x.p)

Amdbelin: a) Exend n f sivae yvijoa adfovon oto dutommpa (4, %] Bo wyoen
f(x) = f(x), %€ (o, x] (1)
Eriong, ereidd n § eiven o alfovoa

¥
ot oworijpate (o, 1.,;,] war (X0, P, ahhd fiz = ——————

] [
o]
dyr ko oto (o, B) Be umdpyouv duo oTol- fig) ———:"*‘ :
yEiz 1 E (o, %) xo x; € (x, B), dote i |
VoL BV : i : :
X < xp = f(xi) 2 00a) (2) (Préme oy, 2)* 5 T T
Iy. 2

(*) Mo anhomoinan tou oyfpetos ohpape o = 00 svi dev slhvan anapaitnto.
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Tapa nepropilovpe v  owo dudotnpa  [x, x:] < (a, B) dmou wyiouy:
El oo [x,x] = fix)<fx)= fix), xE[x, x] (3)
ke ] oo (xx] = fix)=< fixz), x € (%, x1] (4)
Xpnowonoubvrag nic ayéong (3), (4) propodue va EVIOYimoupe tnv (2) wg eEije:
fixo) = fix1) = fixz) = fix), % € [x), %)

Av ovopdoovpe § > 0 1o ghiyiors oToLgEio oy guvdioy {xo — X, X2 — X ], TO-
e opiletar n meproyn| ®miXe, 8) =.(% — &, x0 + §) C [x1, %] C (e, B) térowm, dote
va given  fixo) = fix), x € nixs, 5), omdte o fixo) eiven tomkd péyoro i v T,

B) "Opoua,
Eyxddre. Eivar puvepsd ém av n f frav Tvnoia povitovn ke oto (o, B} dev Ba ciye
akpdtato oto (a, fi).

Mpérion 3.
Bewpoipe ™ ouwipmon  f: (a, B) =~ IR pn povétovn oto (a, B) ka1 dva ororgeio
% € (a, ). Téte wyiovw m FUVERL P YES:

a)f! oo (o xw) xo
] ot [x, p)
By f] ot (e x) xm

= fix) tomxd ehipnoro.

f| ow [x, B ‘ = [x) tomxd pépoto.

¥
Arddeiln. o) H auvdpnon f eivan ywijoie ai-  f)
Sovoa ota Sworipata (o, X)) xa [%a, B), %)
aihd Oy1 xm oto (o, B), omdte Ga umip-

1

Fouy fuo oToryeia !
X € (o, %) xm X € (x, B), dote vo elvar . 5 E,
f{xi) = fixs) {1} (Préme oy. 3). Ty. 3

Av meplopiooups tape v £ oto [x, x:] € (a, B} Ba Eyouue:
fI ow [x,x] dpa fix,) < fix), xE [%1. %]  {3)
km f1 oto [x, xm] dpa fixg) = fix) < fix), xE[x, x:] (4}
Me Baon ng oytong (3), (4) n ayten (1) evogberm we ebiic
ix) = f(xi) = ) 2 fAx), %€ [xy, %]  (5)
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Beapotpe 1o fenikd apibpd & = min] % — X, X2 — Xo| K@U TRV REPWOYT
%o, 8) = (30 — 8, % + 8) C [xy, 2] T {a, B) 100 orovysiov X

Tote abppuva pe T oxéon (5) Be civar  f(x) = f(xd), x € =miye, 8}, 8nk. 1o fxg)
Ba eivan tomxd ehdaynoto mg L

B Opown.

Mpéteon 4.
Aveivat a<x% <P xm [ia, p) — R e ovwiprhon, 10T 1@fUoUv ol OUVE-

o yES:
a) T oto(a, x] wm
f| ot (%, B). oiiédyp xm oo [xe, B)
By f| oto (o, x] xm
il ot (%, f) olhiadg xm ot [x, B)
AmdBerln: a) And v vndlean sivan
f1 oto (o, x, dpa fix) = fix, x € (0, %] (1)
Enmiong n [ civar pviow plivovca oto (%, P,

ahhd Gy km oto [x0, B), ondte Oa umdpyer & TEIpEo-—ees L=
va Touhdyiotov otoyeio X € (X, B) tétowo, 1‘[-,1-__?

= fixg) Oy axpdrato

= f{xs) Oy axpitato

@ote va siva  0(x)) > fixe) (fhréne oy 4).
‘Etor opiletar to Sudotnpa (%, X)), =mouw &i-

vl urooivolo Tou (Xo, ), omdte Bo elven [ |
ot (X, %] mou evn vmocivolo Tou (X, B, omi
Ba eivar | oto (%, xi] Kol EmOpEvEg
Zy. 4

fix) = fix) > fixe), x € (x0.x] (D)

Tépa cixkoha oupvaspaivoupue 6Tt oto ddotpe (o, xi], dpa ko o0 unspoivoio
tou (o, f), to f(xg) Bev pmopei va sivin pénioto 1 gAdyioto Adyw Tov oréoeav
{2} ko (1) aviiotoge.

By "Opoua.

Mpitaon 5.
‘Eotw o apfpds  xo € (o, B) xm n ouwdprnon £ (a0, f) — R, (a <B)
Iayiouy o1 ouveRaywyig:
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a) [ | oto (o, X), alid gyt xm ot0 (o, X)) Km
f1 o (%, B), oiid oy xm oto  [xg, ) = M%) rtOmMKS pénoro

Bl ot (o, x). ohhd éy ke oto (o, %] xm
f] ot (x B), ahdd dq ket oto [, P) = fixs) tomxd eddyoro

Anddeiln: o) Apol n  eivar ywijow phivouon
ot (@, xo) wo dyp oto (@, %], va UmdpyEL
o= mm gy

gtovyeio : )
X1 € (o, xg) ME Fxi) << fixa) (1) LGN ] S T

Eriang n f civn ywijoe adtovea ato (X0, B)
ahhd &y oto [xo, B), omdte Do vRApyEL X3 €
(x0, f), térow, dote va eiver:  f{x) < fixo) (2)

Av mepropisovps my { oto Suddtpa (1), xi)
(ox. 5) Ba Eyoupe pe Paon Ty oyxéaelg (1), (2)

a1

floyhr——

T — e

L)
&
L~

Py ot [x. %) dpa ¥'x E[x, %) fiX)=fx) <fixe) (3
km f1 oto (% %] dpa Wi E (%o, %:],  f(x) = fixa) < fixg) (4)

Ard nig (3) km (4) ovpnepaivouue 6t Yy £ [x1 %2, fix) = ().
Eroutvag o f{xe) sivan tomkd péyioto.

B) “Opma,

Maparypiazis.

a} H tomxd péyorn 1 ehdyiom mpt fixe) g ouvdpnone ouykpivital, omou ei-
von Guvatd, pe tig dhieg nipds g f yie vo efetaotel av eiven kot olikd piKpOTHTH
oo D(f), ke avriotpopa,

B) "Hén éxe Bamotdon o avayveome én ko ot dika mepiRtdocs, mou avagé-
poviaL OTIg WEVIE WPOnyolpEvVes mpotdocis, Sivovral Kanoe; ouvlikes povotoviag
e f a” éva olvoho g popypic (o, Xo] U [xo, B} won eEevdfovue av to (%) givon
fi ox akpdato e I Hi:[‘-u:u:u:;. ot duvatés mepuntdoc slvan 16 ko sivovral, pe Ta
TUUTEPAOMATE Towg, OToV Endlisve mivoxa:
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| 2. 13 | 4015 6 T B g | 1] jexyo13 j1a j13 ] o

wx | A7 Al ™ NN

0 7 % I P 7 1 o T I
Do B I N e I e o I e s
R T T S I I T I e

— -
fixa) JO.M. = TM|T.E — |T.EJTM.| — |O.E. — |T.M.

Mpdraan]| la | 4a 5 2a | 2a 25 | 3p I |4 5o

Eixoha propel va orodeifel o avaypwdotng (epyalopevos omwg oty npdtaan 4) o-
1 onig mepurtdong 3, 5, 8, 9, 12 xar 15 tou mivaxa dev AVTIoTOUY oY OKPOTRTE.

I'. E@GAPMOIEE
H npaxtiks onuacio tov mpotdacny poivetal kabepd ota emdpueve mapadelypara,
> —x=1, av x<— 12
lo: Gewpotps ) ovipmon LR — R % fx) =1 _ 1

T!‘.'+2, av X = — 2

Bo npoobioploouwe to axpotatd e fpickoviag To Sipotrjpata povoTovias T
Eivan pavepd ot ) [ elvm (o, B

a) Cviow phivovoa ato (= =9, — 2), aiid xor oo (— o, — 2] &M wiabe
x & (—=, —2) Eiwvm
fix)=—x—1>=(—2—-1=1=1(—12), tnr fx) > 0=2), x<—L1

) Mo atfovoa oto [— 2, 0], &wn av siva
ey <xn=0, te x>x ko fix)<fix) ko

1) Tvifowe gdivovoa oto [0, + =), kafdc mpokinTel ouvBETIKG,
“Etor, ote onueies x = — 2 km % =0 mov sivar soprokés Blotige i T po-

votovia the [, mbavdy va avniotougoly oKpoToTa.
Y. b
Mpdypare, Exovps: | oto (— o=, — 7] ;

ke f1 eto [— 2,0] .

onGTE alppeva pe Ty apotacn 1B, 1o
fi— 2) = | slvm ohwed ehdyproto e | ooto : |
Sudotnua  (— ==, 0]
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Emiong eiva: {1 oto [- 2, ]
xm [ oto [0, + =)
OnoTE (mpdtacn la) to fl0) =2 elvin ohird piyote mg foto [— 2, + o)

Edo eivar amapaitnro va ELETATONUE av Ta olixd aKpitaTe nou mpobkugay Eivar
TETO ka1 oto nedio opopoy R e £ "Opwg 10 f— ) =1, mov eival ohikd chd-
note mg foto (=, 0] Bev sival oluxd ko ato R, subn vrdpys Tty g f (ny.
fid) = —2) oo R pKpdTERY @ 6 o f{— 2). Axoun, 1o f{0) = 2 Fev eivai ORLED
pEpiote g f ko oo R, fidn (my) fi— 4) = 3 > 2 = [,

20 Bewpodpe ™ auviptnon IR — R
dLl,’a: +4), av x € (— o=, 0] U2, + =)
pe i} =1
'E-.'ti, av xS0, 2)
Eivair gavepd dm ota dwotfpata  (— = 0] km [2, + =) n [ eiven Yvrjeia an-
Eovoa, evi ia 1o Subornpe (0, 2) EyOupE:

3 I
AV X, L E(0,2) pe x < x:, o X< Xi Ko EL:{%{?LE, omdtE
fixa) < fixz), YEYOVGS Mou onuaiver 6t 1 f eivar | gt (0, 2).
Moy povorovia g ote [0, 2] neparnpotuc 6mi {oy. Tx

a)lNa x=1E£(0, 2), eivm 0="1, v f{ﬂ]':J}—I]': f(1), xm

B) N x = m;"ﬁE[l}, 2) sivan Iﬂ;..-"? < 2, E,Mfr-u]g_ﬁJ:%}%:ﬂg}

Enopéva n [ Sev eivan | kmy oto [0, 2]).
Evvoyiloviag éyoupe:

f] ot (- = 0]
2
kat [ et (0, 2) onote (mpot, 2u)
wfi0) =1 eiver tomxs pEyLoTO, *f
--'_____-4—'"1

-1 o i

Axdun eiven | a0 (0, 2)

ka1 f ] om0 [2, + =)
TOMKS Ehdyioro,

LR S ——

onate (mpdr. Ja) 1o fi2) = Eizhrm
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Zuykpivovios ta Tomkd UKPATATE WOU TPOEKUWaY HE T1g dhieg Tipdc g ot T -
poUpE Gri:
3
() = ?} I =H0) v fi—4) =0 {%z fi2)

ordTE To axpitota (0) et (2) Sev eiven ol

Jo: Ba avalnticoups ta akpdrorta e ouvdpmmone [ [— \..f? ~.,-'r5_] - [k
—x'+5 av x €E[— /5 0)U[2 /5]
pe fix) = B

—Tx+d. av x€[0,

Edfyygoupe ™ povotovia g f ota Suwstmipare [—+/5. 0] km [2, /5]

"Eyoupe;

al Av o x, x:E[—ﬂUL TOTE QMO X < xy = ::f}xf#—x.l-!:—xf =
~xi+5<—xi4+5 Sk fix) < fx) mwou onpaiver 61 [ | ato [—+/5, 0)

Cuwr va glvar | k@ gto [— »..-"'5 0] mpEner .
e kil x E[—+/5 0) v civn
fix) < f(0) (Zy. &)

Opmg Hx)<f0) = —x'+5<4
2 x>0 # |3 > 1 rov sival odivarn

1
(ng) pa x=—2-E[=/5,0). !

44

B) Av x, x: €2, /5], téte and =
MEK 2 X<y 2 —xz—x = -Zy. 8
—xi+5>—=x 45 dnh.  B{(xi) > f{x), mov onpaiver dn fi oo [2 ﬁ]-

Zto dubotnua [0, 2) eiver gavepd 6t n f eivan |, Gy opeg war ate [0, 2], fuén

3
e elven E—{ 2 10 I‘Ilri} = 0 dev givar peyahitepo Tow (2) = 1,
2

Luvvoyifoups ta ovurepdopata Kol fyoupe:
f1 oo [—/5 0)

e f [ owo [0, 2)
KpoTaTo.

onote (repintwon 3 Tou mivaxe) 10 60) = 4 Jev eiva



S8 EYKAEIAHE T

Axoun elvn £ ] oo [0, 2)

xou f | oo [2. YA | omdte o W2) =1 elven romxd
pEYIOTO, alppova dE Ty apotaaT Jf.

Muapatnpriccis:
a) Enedy [0 =42>1={2) to {(2) dev civar olikd pénato.

Bl Idpupova e ToV opuopd Tou TOMKOD SAAyatou guunepaivoups EbKold OTL To
F(—S) = f(/5) =0 eivar tomkd ehdyiora e f.

do: Aol efetdooupe T povotovia tng ouwaptnone LR —= R pe
3

Ex’—ﬂ, av x € (= =, 0] U [4, + o)

—%x!+¢x. av x < (0, 4)

B mposilopioouIE Ta oKpOTRTdE TN,

f(x) =

o) YmoBévoupe om Xy, xa = (— =, 0] pe x < xp Tore:

3 k) k] 3 3
= D = il = mpimie ! m =yl xI4]
RS R 16 IR 6 ™ T

dnk, fixi) = fixz) mov onpeivet 6u f | oo (— = 0]

Bl "Opota, av x, i E[4 + %) pe x < x: tote f(x) < fix:) won enopdvec
n f sivan yvrjoie aifovon oto  [4, + =),

y) Eixola Swmotdvoupe dt av x, x3 (0, 4) pe % < X TOTE 0 hidyog ue-
rafodrg b g [ mou avoioTowy el OTa X, X Elvo:
{ Benkde, drav x. x: € (0, 3] dpa 1 earo (0, 3]

apynuxds, dtay X, E[3, 4y dpa [ ow [3,4) (op 9.

INa m povotovia g { oo kiawoo hdompa
[0, 3] mpémer ¥ x € (0, 3] voayie: {0) < fx)

2 :
= !t:—sz-f-dx & I — 2+ 12
& W —I1M+3I<0

. 6 — +/ 30 ﬁ+v’ﬁ}

2 2

6 — /30

N omoia eivor yeudng o opuopéva x arnd 1o (0, 3] {!L]r_'. Xx= 3
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£r. 9
Avtd onpaiver dr i f Sev eivat | km oto [0, 3).
Me tov idio tpdmo Ppioxovps dr: W'x E [3, 4), fx) > f(4), ondte n f eiva |
xar oto  [3, 4]
Evvowyilovrog éyoups:
f| ata (==, 0]

kot i1 oto (0, 3] | ondte (npdracm 4f) 1o £{0) = | 3ev sivar axpérero,

f1 ot (0, 3]

kai f | ato (3, 4] | omde (npdracn la) 1o f{3) = 6 civer ohikd péyioto oto (0, 4].
Exiong:

f| ato (3, 4]

ke[| ot (4, +2] | ondte (mpot. 1B) To 4) = 4 sivar ok ehiyioto ot (3, +=),

TEhog mapatnpolue dt:

K1
fi—6)= T > 6= f{(3), omdre 1o f{3) Sev eivan ohikd ko oto [R.
kL f(0) = | < 4 = [{4), onde xm to f{4) Sev civan ohkd oro R,
S0: Ba peleTooupe o TPog TN povotovia Kol Ta akpdTaTe T aouvipTnon
f: IR — R pe
X — x
| %]

fix)={ Vx, ev x€ (D, 4
'::—, av x=0 1 4

, v x € (—=, 0) (4, +90)
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a) Lo Sudompa (— =, 0) eivin x <0 dpa x| = —x kai fix)=—x+ 1,

ondte f| ot (—=, 0). Opwg fi=1)=2< % = fi0), emopévwg dev eivar yvry-
o phivovoa km oto  (—=s, 0]

B)Av xi, % € (0, 4) pe x <x, e Vx <Vm k. fix) < fix), omé-
w ! ato (0 4).
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Enaidn) eivar  fiD) = > >fix), x (0, 4) nldevceiven | xm aro [0, 4), evé
givan [ oro (0, 4], Swn fix) < f[{4) = % x & (0, 4).
1) Zro Svdommua (4, +9¢) eivn x>0 = [x|=x wm fx)=x— 1, ond
givar ] ato (4, +0), Akkd [j4) = %r.: fix) '
N wibe x € (4, +9), omdre n [ eivn | xm T

oro  [4, +22) (oy. 10). /
Euvogiloviog 10 cupmepdopeTn ond T povovoTovio
g [ Epoups:

f| oo (—=0)
kat f | aota (0, 4] ‘ ondte (npdraan 5a) to

5] SErp————
[ SIe——
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fl) = 3 givan tomkd péyioto,
Zy. 10

Eniong,
f1 ow (0 4)

ki f] oro [4, +%) omdte (nepimtwon 5 tov mivaka) 1o fid) = -j—ﬁs'u.r elva
AKpOTETO. 2
Qi 5

TEiog, mapatnpodipe dmr fl— 2) =3 = 3 ondte To Tomkd pénoto f{0) = 2 me T
dev elvan won olakd. :




