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RHésumé

Solent K une extension de @ de type fini et E une courbe elliptique sur K. On
mantre que le Z-rang du groupe E (F), o0 F = K [V dz € K] est infini, On efend ainsi
un résultat des Frey et Jarden ([1], §2) en veriu duquel pour toute courbe elliptique sur
Q, le Z-rang du groupe E (F), oi F = Q [V 2z € Z] est infini.

Summary
Let K be an extension of finite type over @ and E an elipfic curve over k. We prove

that the Z-tank of the group E (F), where F = K ¥ 2z € K], is infinite. We thus extend
a result of Frey and Jarden ([1], §2) that states: for any elliptic curve over @, the Z-rank
of the group E (F), where F = @ [V 2z € Z|, is infinite.

1. Introduction

Saient k = Q ou k = F, et Kk une extension de k de type fini, Soit A une variétd
abélienne sur K. D" aprés le famewx théoréme des Mordell-Weil-Méron on a:

AKeZ ®T

ol T est un groupe fini. Si ' extenision Kk n' est pas de type fini on a, d” aprés [1], que
en général le Z-rang du groupe A (K) n' est pas fink.

Soit E une courbe elliptique sur @. Dans le §2 de [1] on construit une suite (P} de
points de E, qui sont Z-lindairement independants et P, est raticnnel sur un corps
quadratique; cela entraine que le Z-rang du groupe E (K), oi K = @ [V 2 € Z] est infini.
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Soit E une courbe elliptique sur L = @ (T,,...T,), une extension transcendante pilre
de Q. Alors il est facile & vérifier, en utilisant le résultat precedent. que be Z-rang du
groupe E (F), o0 F = L [V zk EZ [T;,...,T,]] est infini.

Dans cette note on éablit, sans utiliser les rdsultats de [1], 1" ennencé plus géneral
suivarnt:

Théorime
Soient K une extension de @ de type fini et E une courbe elliptique sur K. Alors le
&-—rang du groupe E (F), ot F = k [V zlz £ K], est infind.

2. Lemmes Auxiliaires
Soit
Ye=)+ak+b

ol a, b £ K, un modéle de la courbe elliptique E sur K. Soient &, 2;, ¢4 les racines du
polynime f (X) = X3 + aX + b. On note C = K (e, e,, e;). Supposons aussi que K =
Q(Ty,....T, vl oun = 0,T,,....T, sont des indeterminges sur @ et y est algébrique sur
QIT,,....T,}.

Lemme 1
Il existe un ensembile fini £ C O tel que pour tout P = (x, v} EE () on a

H=g=g2=123
oo ELetzE

Démonstration '

Tout éément premier p de Z[T,,...,T,) définit une valuation discrete v, de K. Sion
note A, I' anneau de valuation associé a v, on anA, = Z [Ty....,T,]. Soit W I' ensemble
des valuations de 0 qui prolongent les valuations v, L' anneau

A= {x & Dby (x) = 0 pour tout w & W}

est la fermeture intégrale de Z[T,,...,T,] dans €. Il en résulte que A est un anneau
noetherien et un Z[T,,...,T, -module de type fini.
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On peut supposer, sans restreindre la génémlité, que e,, e;, 84 € A. Soient
5= {wy, wy,.,w)

I ensemble des valuattons de W telles que
wy | (e —eg) (@) —eg) (e —e3) ) = Datuy,... v, les parametres locaux comespandants,

Alors le groupe des unités D* de [ anneau [ = A

11 st de type fini ([2],
Uy iy

chap.2, corol. 7.5 ou [3], §1). 5i w & 5 on a un des cas suivants:
i} wix-¢}=0j=1,223
il wix-eg) >0 wik=ey) =0,wx-ey =000
by, by, iy €5t une permutation des 1, 2, 3.
il wix-e)) =0, wix—eg]<0,wilx-gl =10
Il en résulte

Soient

= w? 1=E53

wis

ol U, &5t un parametre kocal de w, Alors
#{x-¢)lx-¢'ED* =23
5l g4, £9,..., &, engendrent D* on a
=g = (k- zfg W e o) o, €Z k=12..r
On déduit donc que

i-gy =M, 8208, =1 k=12, ...,
De méme, on a des relations analogues pour x — 2, et x -5
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Lemme 2
L' ensemble des paints de torsion de E, de degré borné, est fini.

Démonstration

Supposons d' abord que K est un corps de nombres, Soit N un entier positif.
Conslcdérons un point de torsion P de E sur une extension L de K de deqgré [L: K] = N. i
h est I hauter des Neron-Tate sur E, on b (P} = 0 {{4], chap. VI, théaréme 9.3). Aussi,
s hyest ]’ hauter sur E assockée & une fonction paire f € K (E), il existe un constant C = 0)
telle que | {degh —hy! = C {[4], chap. VIII, théoréme 9.3). On a donc h (P) = C. Alors le
théordme de Northeott ([2], chap. 3, théoréme 2.6 ou [5] §2.4) entraine que I ensemble

{PEE RV h(P) = C, [K(P): Kl < N}

est fini.

Supposons maintenant que K n’ est pas un corps de nombres. Alors il existe une
specialisation non dégénerée E de E sur un corps de nombres K’ telle gue
I'homomorphisme induit o: E (K) == E (K’ est un extension L de K de degré = N, Le
monomorphisme o se prolonge sur L. Donc I' image injection {[2], ch. 9 Coral. 9.3.).
Soit P un point de torsion de E sur une P de P est un point de torsion de  E sur une
extension L de K de degré = N. Comma il 0" existe qu' un nombre fini de nombre fini
de points de torsion de E de degré bomé on a le résultat,

3. Démonstration du Théoréme

O peut que pour tout a, € I |' element or-! n° est pas un camé. Cholslssons a £ 0
fel que

]  orlan' estpasun camé

(iifi x=e) +toaEK ohoEL

¥ aprés le lemme 2, on peut aussi avoir que le point P = (x, v (x)) de E n' est pas
un point de torsion.

Siviix) £Q, lelemme 1 et {ii) entainent que oo = x—e; = o) 2%, d' oll o-loa = 22,
ce qui n' est pas vral, d' aprés

(ii). Donc v f (x) & Q et P est d' ordre infini et rationnel sur I' extension
quadratique L = K (v f (x]). Suivant cette méthode on construit une sulte de points de
EPF = (x,vVFix)),i=1,2, .. tel que P, estd’ ordre infini et ratlonnel sur I' extension
quadratique d K, L; = K (v f (x)).
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Solent p un éément premier de Z [T,..., T ], v, la valuation assocife & p et w, une
extension de v, dans K. 51 w, est non—ramifié an dessus de v, et I' éément

(l-el)rrlr'p o o,LpEEL
p

est un camé on a uneg contradiction.
Comme les v, qui sont ramifiées dans K sont en nombre fini, on a la sous—suite

(P} de (P ot Py = % —=L|, pyest un premier de Z [Ty,...T,] tel que v, est

noen-ramifiée dans Ket ¢, = 1 +ap? + bp.
Supposons qu’ ils existent my,..., m, & Ztels que m Py +... 4+ m Py = 0etm =0,

Comme p ,; est rationnel sur K, = I'{(-ﬁ,l a ' on a que m; Py € E (K- Ky
iy

D' autre part P, ., EE (K. l en résulte que m P, .. est miionnel sur K. K, MK = K

L]
B
o

La courbe elfliptique E a bonne réduction presque pour tout p, { [2], chap. & lemme
2.1). On peut donc exclure de la suite (P ;) les points qui correspondent & des
"miauvais” premieTs.

Soientm, P, i, = P et M, I extension de K engendré par les coefficients des points de
E d' ordre m_ Alors siw ' est une extension sur M, de la valuation de @ (T,... T}

nik

1
associée b p,, I” extension M, ; P}/'.‘ est non ramifiée enw ' ([2], chap. 6, lemme

2.2). Aussi, on a que |' extension MJ/K est non ramifide en p, ([4} , chap. VI, théoréme
1 1
—P ; 1
7.1). Donc M'(TI‘I, VQ [TI . Tn} est non ramifide en p,. Comme K, S M = F') il
résulte que K/Q (T, ,..-,Tn}l est non ramifié en p,, ce qui n' est pas le cas, Donc les
mp ks B ni somnt Hhﬂdﬁirmmﬂmdﬁpﬂmim‘&tﬁ.
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